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5th MIDDLE EUROPEAN MATHEMATICAL OLYMPIAD

VARAZDIN 2011 CROATIA

language: German

5. Mitteleuropiische Mathematik-Olympiade

MANNSCHAFTSWETTBEWERB

4. SEPTEMBER 2011

Aufgabe T-1.
Man bestimme alle Funktionen f: R — R, sodass

v f(@)+ 2 f(y) +ay = ayflz +y) + 2 + ¢

fiir alle x,y € R gilt, wobei R die Menge der reellen Zahlen ist.

Aufgabe T-2.
Seien a, b und c positive reelle Zahlen mit

a+b+c_
l4a 14b 14c¢

Man zeige, dass

\/5+\g5+\/52 L,

Bl
Sl-
SI-

gilt.

Aufgabe T-3.
Fiir eine ganze Zahl n > 3 sei M die Menge {(z,y) |z,y € Z,1 <x<n,1 <y <n} von
Punkten in der Ebene. (Z ist die Menge der ganzen Zahlen.)

Was ist die groftmogliche Anzahl von Punkten in einer Teilmenge S C M, die keine drei
paarweise verschiedenen Punkte enthélt, die Eckpunkte eines rechtwinkligen Dreiecks sind?



Aufgabe T-4.
Sei n > 3 eine ganze Zahl. Bei einem MEMO-&hnlichen Wettbewerb gibt es 3n Teilnehmer. Es
werden n Sprachen gesprochen, und jeder Teilnehmer spricht genau drei verschiedene Sprachen.

n
Man zeige, dass es moglich ist, mindestens ?-‘ der gesprochenen Sprachen so auszuwéhlen,
dass kein Teilnehmer mehr als zwei der ausgewahlten Sprachen spricht.

([] ist die kleinste ganze Zahl grofer oder gleich x.)

Aufgabe T-5.

Sei ABCDE ein konvexes Fiinfeck, dessen Seiten alle dieselbe Liange haben. Die Diagonalen
AD und EC schneiden einander in S mit ZASE = 60°. Man zeige, dass ABCDE ein Paar
paralleler Seiten besitzt.

Aufgabe T-6.

Sei ABC' ein spitzwinkliges Dreieck. Seien By und Cj die Fukpunkte der Héhen von B bzw.
C. Sei X ein Punkt im Inneren des Dreiecks ABC, sodass die Gerade BX eine Tangente an
den Umkreis von AXCj ist, und die Gerade C'X eine Tangente an den Umkreis von AX By ist.
Man zeige, dass die Gerade AX senkrecht zu BC' ist.

Aufgabe T-7.
Seien A und B disjunkte nichtleere Mengen mit AU B = {1,2,3,...,10}. Man zeige, dass
Elemente a € A und b € B existieren, sodass die Zahl a® + ab? + b durch 11 teilbar ist.

Aufgabe T-8.
Wir nennen eine positive ganze Zahl n erstaunlich, falls positive ganze Zahlen a, b und c
existieren, sodass

n = ggT(b,c) - ggT(a,bc) + ggT(c,a) - ggT (b, ca) + ggT(a,b) - ggT(c, ab)

gilt. Man zeige, dass 2011 aufeinanderfolgende positive ganze Zahlen existieren, die erstaunlich
sind.
(Mit ggT(m,n) bezeichnen wir den groften gemeinsamen Teiler der Zahlen m und n.)

Arbeitszeit: 5 Stunden

Fragezeit: /5 min

Bei jeder Aufgabe kénnen 8 Punkte erreicht werden.

Die Reihenfolge der Aufgaben hingt nicht von deren Schwierigkeit ab.



